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ПОВЕДІНКА ТОЧНИХ КОНСТАНТ У НЕРІВНОСТЯХ ТИПУ
ДЖЕКСОНА
Проведено дослідження поведінки точних констант у нерівностях типу Джексона у
npocropi L, .
Нехай І (| є р со) - простір 27 -періодичних вимірних функцій f 3
скінченною нормою:
2n Ур
Е, -| ПЕРз , fl, =sup vrai lf(t).
0
Як завжди, нехай
(г; 3), =|-9], 93}
- найкраще наближення функції РеЁ, множиною ЗСТ, у простор! Ё,,
зокрема, будемо писати: : | |
E(f),= ве, в: hs
В (953), я зорів(6; 3)гея)
— найкраще наближення множини З. множиною З в просторі L,
Позначимо:
fom - функщя В.Стеклова порядку п зкроком б відфункції г:
= 1.ae; (uJa
5 й en so)о
єт-й 2т--періодичний інтеграл, ‘який мас нульове ‘середнье. значення на
періоді, від функції Р є І, , яка має нульове середньєзначення наперіоді (8 1 1);
Ly (r=1, 2, ...) - множинавсіх г-х Зп періодичних інтегралів, від функцій
Wy ={ oloel,, | (г) sib;
Wy = || фе Г, (0). < 1} (ws = У,” ).
РЕГ, , таких що РОЇ;
    
Нехай п; 8),а 7 Найменша константа їх у нерівності типу Джексона
в (6; 3), < Коні; 5),
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де
6(Е; = sup { | Ат)[| | "|1 |
--- інтегральний модуль гладкості функції ї порядку т,а А nt(x) -- різниця
. порядку т функції Б у точці х з кроком т.
Зрозуміло, що
E (f, 3),
М(3; 8),4 = Sup о7:8] | feL',,f #const}. (2)
Фундатором успішного розвитку теорії точних констант €
М.П. Корнєйчук, який у просторі С неперервних 27 -періодичних функцій за
наближення множиною "Т,,; тригонометричних поліномів порядку Хп-і,
довів |1) , що для будь-якої Ї є C(f # const) виконуєтьсянерівність
E(t; ТаYe $1. о (f; 5), С = І, 2, nes 5 > 1) (3)n
в котрій константу І зменшити неможливо.
Величина (5) := М,в (8; 5),а При зростанні б спадає до деякої точки
(оптимальноїточки мінімальної константи) бу = 5е(5, т, т, р, 4) , а далі,
потрапляючинасвій глобальний мінімум,стабілізується
N@)=NlGo) (626s).
Установлена точнанерівність М. П. Корнійчука (3) дозволяє локалізувати




Soi (Dons 5). =1 (828).
Отримати точніконстанти у нерівностях типу Джексона на даний момент
вдалося не багатьом авторам| Ї; 5; 6; 8; 11; 13; 151..
Оптимальну точку,наскільки нам відомо, знайдено лише в двох випадках
16; 71.
Надати вичерпну відповідь на питання, чому дорівнює точна константа
М(5) при б «бо, навряд чи можливо. Тому має сенс отримання таких
нерівностей, з яких буде визначатися порядок зростання х5) при 6 -»0.
«Такийпідхід у кількох випадках уже надав позитивнийрезультат(11; 12;
14). У даній роботі ми проводжуємо дослідження цього напрямку.
Доволі загальний результат містить наступна
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Теорема 1. Нехай r=1,2,..., 1<p,qsm, 0<а,В<®, 6>0 7 З -
nidnpocmip npocmopy Ір який містить константи. Тоді справджуються такі
співвідношення:






АЕ (\!";3), Ан)=Е (№1""; 3), (6)
За умови а= цей результат, майже в такому ж вигляд! був отриманий
П1, а потім деякі його модифікації (12; 14).
Зазначимо, що в умовах теореми І для фіксованого підпростору J при
5-50 _ | .
RS| А,1(3). " (7)
Крім того, зауважимо, якщо послідовність М-вимірних підпросторів 3»
така, що при К-1,2 00
1), " и : `
а,^(м (М>) (8)
E (Wy; Sn ,
(для багатьох підпросторів відомо, що це так, наприклад, для підпросторів
Т,,1» Тригонометричних поліномів та сплайнів Зопучу)» ТОДІ, користуючись
тим простим фактом, що
в (оз о), є В(уз 3), «ав (м),
за умови
1
дабк о 1] М>), 9«СА ) (9)
внаслідок теореми 1 маємо
1 (3м;8н) ЗЕ (№; 3) 10т, SNS М од г q? МЛ. ( )
Моз
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Доведення.Для довільної функції х є L, за теоремою двоїстості для
найкращих наближень|З,с. 43; 3, с. 251, маємо
2n
Е (53-е Раба | оеь, М, 5913]
0 :
т







= sup fx)ФС) | це we, у) | з | =
0
2n
= sup fra)w(t)dt | yews, yO?) 13 }
0
ne nosnayeno f =x"), @ ="),
Будемо користуватися оцінками:
21 дп 2n
ре ПУБ)" ff, -y" dt <
Pog (12)
«Де, Iw’Їм
й 1 0 1
Внаслідок того, що при будь-якому 2 є В!
2 2n




их [Е] В). _ 3)
0





- Їз співвідношення(10), застосувавши до нього спочаткуоцінки (12), (13)а
потім (14), виводимо, що справджується нерівність
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E (x; 3), <
(15)
кво,[БобУ1
Використовуючивідоме екстремальне співвідношення |2, с. 301), а потім





=чо чеIv@(t)dt | oO, < | | we wr, yt?) 4 з =
 
| уе, м13, =
   
= “| sup Оfo(t)—a}at | І8ОЇ, «1 | фе», меіз =
; |
2n .
= sup | sup | Ле(г)-Худпрак | wew,"2, уст) 1з | le, < | =
0 4
=sup {BE (o()-al?; 3}, | fof, <1 f=
= sup {E (у; 3), | уся | (16)
де константу А вибранотак, що [@(t)— м1 1 покладено
y= [a(e)— ay”?R=|УЕfy” eal < |
Якщо у є Я, тоді Ми
Ely") < |
Отже, с WwW,” .3 врахуванням цього із (16) випливає, що
 
yeas 1.
А, <Е (№; 3) =^,.(9). — an
Теорема двоїстості для найкращих наближень (|З, с. 43), а потім знову ця
теорема, дозволяє переконатися в тому;що
sup ІБК), | we we, yh?) 1 3{=
2
+ fy-£ at | lf, $1, ru | УЕ", оз}
0
2n .
-sp|р Губа)ес dt | we wit? у) 15 | Е <1, fll |.
0
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= sup | Е (3),
зар {Е (93), | сет" |-в (мот), Ан). (18)
Із оцінки (15), застосувавши до неї нерівність (17). та нерівність (18),
отримуємо оцінку(4).
Внаслідок(2)із (4) випливає, що
ми (55 9),«ЗАжав) (19)
і таким чином,у твердженні(5), регламентованномутеоремою 1, оцінка зверху
точноїконстанти- доведена.
отже у твердженні(6) теореми1оцінка зверху точної константи - доведена.
Щоб отриматипотрібні оцінки знизу, спочатку відмітимо, що
Ж E (x; 3).
<) — р
Аа ) =sup. кер
х
q
~ Kpim того, 13 відомої Bтеоріїскінченних різниць нерівності
[aАЕ)|, =< 5"м. (rex)





Із співвідношення(20), на підставі нерівності(21), отримаємо-що
в (&5) |
Ari (3)S5 sup ( ) |" хе, x #const » 2
6 x Г 5), 4.7, , .
| <6 &,, (38),,.
Отже,справедлива оцінка: .: |
1 ~ <
1) Аа(5) 5 каб; 5)а ‘OO (22)
Подібно попередньому,беручи до уваги, по-перше, що
Е (х; У |
A, (3) з вир (3), | xeLt, x#const}, (23)
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а, по-друге, що для будь-яких х є Га ,m=1,2,.., 6>0
om lk; 8), < 2"EK), (24)
із (27), (28) виводимо наступну нерівність
Ly tee ~
5) А,(3)< т(5:8)а (25)
Ощнка зверху (19) разом з ошнками знизу (22) та (25) при т=1 дають
твердження(5) теореми1. Теорема1 доведена.
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